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Resume 

Pour un m-uple a — (ai, . . . , a m ) de nombres reels positifs, le bras 
articule de type a dans R d est l'application f a : (S^ 1 )™ -> R d definie 
par / a (zi, . . . , z m ) = jyjLi a j z j- On se propose d'attaquer le probleme 
inverse via les releves horizontaux pour la distribution A a orthogonale 
aux fibres de f a . On montre que les composantes connexes par courbes 
horizontals sont les orbites d'une action sur (5 d_1 ) m d'un produit de 
groupes de transformations de Mobius. On determine egalement, dans 
plusieurs cas, les orbites d'holonomie de la distribution A a . 



1 Introduction 

Soit / : M — > N une application differentiable (C°°) entre deux varietes 
M et N. Le probleme inverse pour / consiste a trouver un precede pour 
relever dans M les courbes lisses par morceau dans N. Plus precisement, 
etant donne une courbe lisse par morceau c(t) G N et un point q° G 
/ _1 (c(0)), on aimerait disposer canoniquement d'une courbe lisse par morceau 
c(t) G M telle que c(0) = q° et f(c(t)) = c(t). 

Si M est une variete riemannienne et / est une submersion propre, on 
peut alors proceder comme Ehresmann [ Eh , § 1] . On considere une distri- 



bution A? , c'est-a-dire un champ de sous-espace vectoriels Aq C T q M pour 
tout q G M, en definissant comme le complement orthogonal a kerT g /, 
ou Tgf : T q M — > Tffq\N est l'application tangente a / en q. Une courbe lisse 
par morceau b(t) G M dont le vecteur vitesse b satisfait a b(t) G es ^ 
appelee une A? -courbe, ou courbe horizontale. Le probleme inverse pour / 
est alors resolu de la maniere suivante : une courbe c(t) G N definie sur un 
intervalle au voisinage de admet un unique relevement horizontal c{t) G M 
partant d'un point c(0) G / _1 (c(0)). En effet, la demonstration est la meme 
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que pour un fibre differentiable muni d'une connexion (voir [DNF, lemme 2 



p. 212]). Rappelons que c'est le principe de la preuve du theoreme d'Ehres- 



mann qui dit qu'une submersion propre est un fibre differentiable [Eh, § 1]. 



Pour une application differentiable / : M —> N quelconque, avec M 



riemannienne, on peut tout de meme considerer la distribution A^ o A q 
est le complment orthogonal kerT q f. L'unicite du relevement horizontal 
d'une courbe c(t) G N est alors preservee puisque T q f envoie A q iso- 
morphiquement sur l'image de T q f. Son existence est garantie en tout cas 
si c(t) reste dans les valeurs regulieres de /, au dessus desquelles / est 
une submersion. Cette solution horizontale du probleme inverse est celle 
qui minimise en chaque instant le cout infinitesimal : c(f) est horizontal 
si et seulement si c(i) est le vecteur au dessus de c(t) de norme mini- 
male. Observons que est une distribution de dimension non-constante : 
dimAg = rang(Tq/). Par exemple, si N = MP avec la metrique standard 
et que Ton ecrit f(q) := (x\(q), . . . ,x p (q)), alors A^ est la distribution en- 
gendree par les champs de gradients {gradxi}j = i r .. )P . Plus generalement, 
pour / : M — > N, la distribution A^ est engendree par les champs de gradi- 
ent des fonctions <j)of pour toutes les fonctions <p : N — > R. 

Comme distribution sur une variete riemannienne, A^ definit sur M une 
geometrie sous-riemannienne ( [pe]] , plo| | ) ou geometrie de Carnot-Caratheodory 
[jGrf . En tant que distribution engendree par des champs de vecteurs, A^ 
definit egalement sur M un probleme de theorie du controle [ |Juj ] . Ces theories 



s'accordent sur l'utilite du theoreme de Sussmann |Su, Th. 4.1] qui decrit, 
pour une distribution sur M , les composantes connexes par A-courbes comme 
les feuilles d'une distribution integrable associee a A. II s'agit encore d'un 
feuilletage dont les feuilles ne sont pas toutes de meme dimension, l'exemple 
standard etant donne par les orbites d'une action differentiable d'un groupe 
de Lie sur M. Dans le cas qui nous occupe d'une distribution A-^, obtenir 
une parametrisation de ces feuilles peut etre un pas preliminaire important 
pour la resolution du probleme inverse car il reduit le nombre de variables 
dans les equations differentielles. 

Le but de cet article est d'etudier les questions ci-dessus dans le cas oil 
M = (S^ -1 )" 1, est le produit de m spheres standard S d ~ l de rayon 1 (muni 
de la metrique produit) et / : (S^ -1 )" 1 — ► M. d est un bras articule. Si a := 
(ax,... ,a m ) G R> , Le bras articule (de type a) dans M. d est l'application 
ja . _^ definie par 

m 

f a (zx,...,z m ) :=^2ajZj. 
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Les points de (S ,rf_1 ) m seront appeles des configurations. On peut s'imaginer 
un bras de robot dans M d , partant de l'origine, forme de m segments de 
longueurs ai,...,a m et dont l'extremite est f a (z). Notons que certaines 
longueurs a>i peuvent etre nulles, ce qui nous sera techniquement utile dans 
certaines demonstrations. 




Dans le cas d'un bras articule, le probleme inverse prend la signification 
qu'il a habituellement en robotique : trouver, a partir d'une configuration 
initiale c(0) du bras, un mouvement c(t) des differents segments faisant que 

r(g(i)) = C (t). 

Le lecteur trouvera une etude des bras articules dans [ Ha | , par exemple la 
caracterisation des points critiques de f a qui sont les configurations alignees 
Zi = ±Zj (voir aussi la remarque [Fl] plus loin), ainsi qu'une premiere 
classification des preimages Mb := (/") ({b}) pour une valeur reguliere 
b G Les espaces M& sont relies aux espaces de polygones. Par exemple, si 
d = 2 et b 7^ 0, I'espace M& s'identifie a I'espace des configurations planaires 
d'un (m+l)-gone de longueurs (ai, . . . , a m , \b\) modulo les isometries directes 
de M 2 . La classification de ces espaces a recemment ete poussee jusqu'a 
m < 8 dans |HR|| (I'espace Mb correspond a N™ +l (a\, . . . ,a m ,\b\) pour les 
notations de | [HR| ] ) . En general, si b ^ 0, le groupe SO(d — 1) (stabilisateur 
de b pour Paction de SO(d) sur M. d ) agit sur Mb avec quotient homeomorphe 
hN™ +1 ( ai ,...,a m ,\b\). 

Pour le bras articule f a , notons A a := la distribution determined sur 
(S^ -1 )" 1 par f a . Comme indique ci-dessus, le premier travail sera d'etudier 
les composantes connexes par A a -courbe. Notre theoreme principal ci-dessous 
les identifie avec les orbites d'une action sur {S d ~ 1 ) m par un groupe de Lie, 
action que nous allons decrire maintenant. 

Soit jj(a) le nombre de valeurs non-nulles de la suite Oj : (1(a) := H a « I * = 
l...,m, a, ^ 0}. Par exemple, (1(3,3,0,1) = 2. Designons par M6bd_i lc 
groupe des transformations conformes de S d ~ l (groupe des transformations 
de Mobius, engendre par les compositions d'un nombre pair d'inversions, 
dans M. d U {oo}, par rapport a des spheres perpendiculaires a S"^ -1 ). Soient 
b%, . . . , &jj( a ) les valeurs de la suite a^. Pour j G {1, . . . , |}(a)}, soit M6b^_i un e 



3 



copie du groupe Mob^-i, que Ton considere comme agissant sur (S d l ) m de 
la maniere suivante : si R € Mob^i) on definit R- (zi , . . . , z m ) := (z[, . . . , z' m ) 
ou 



z, 



i i R- Zi si a,i = bj 



Zi smon. 

Si j 7^ f, les actions de Mob^i et d e M6b^_j commuttent et definissent 
ainsi une action differentiate de G(a, d) := M6b^_^ sur (S d ~ 1 ) rn , qui depend 
de a. Notre theoreme principal est : 

Theoreme principal Deux points z et z' de (5' rf_1 ) m sont relies par une 
A a -courbe si et seulement si ils sont dans la meme orbite pour Faction de 
G{a,d). 

Le theoreme principal suggere que l'on peut trouver les relevements hor- 
izontaux par des equations differentielles dans le groupe G(a,d). Ceci sera 
l'objet d'un travail ulterieur. 

La preuve du theoreme principal occupe les parag raphes gag. Elle 
utilise le theoreme de Sussmann cite auparavant ainsi que le theoreme de 



Chow (gy, §0.4], [gjj, th. 2.4 et §2.5], (Md|, Ch. 2]). Dans le paragraphe 
[|, on tire quelques consequences du theoreme principal, par exemple, le 
fait que les invariants classiques des transformations de Mobius, comme le 
birapport de 4 points, produisent des quantites qui sont conservees le long 
des A a -courbes. 

Les paragraphes || et |7| sont consacres a l'etude des groupes d'holonomie 
de A a . Si U est un ouvert du plan forme de valeurs regulieres du bras 
f a : (5 d_1 ) m R d et si b £ U, le groupe d'holonomie H b {U) est forme 
des diffeomorphismes de := f~ 1 (b) obtenus par transport horizontal 
au dessus courbes dans U lisses par morceau qui sont des lacets en b. On 
montre que pour un bras generique (0(a) = m), le groupe Ti(,(U) agit tran- 
sitivement sur chaque composante connexe de Mj. Ceci contraste avec le 
cas a = (1, . . . , 1) ou Ton montre que, pour les bras planaires, les orbites 
de Taction du groupe d'holonomie sont les lignes de gradient d'une certaine 
fonction de Morse p b : M b — > S 1 dont on determine les points critiques et 
leur indice. 

Cette recherche a beneficie du soutien du Fonds National Suisse de la 
Recherche Scientifique. L'auteur tient a remercier P. de la Harpe et D. 
Thurston pour d'utiles conversations. 
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2 Bras articules planaires 



Ce paragraphe presente quelques outils pour la demonstration du theoreme 
principal dans le cas d = 2 (bras planaires). On retrouvera essentiellement 
les memes enonces pour les bras dans M d (§^), dont les demonstrations utilis- 
eront le cas d = 2 traite ici. De plus, le cas d = 2 a l'avantage d'utiliser des 
techniques plus elementaires et des calculs explicites. 

Soit a := (ai, . . . ,a m ) G R>o- Le bras articule planaire f a peut s'ex- 
primer comme l'application f a : T m — ► C du tore plat T m = (S 1 )" 1 a 
valeurs complexes : 

m 

f a (z 1 , ...,z m ) = } ajZj. 

i=i 

En parametrant le cercle S 1 par q \—* e iq (q G R), et en identifiant C avec 
on regardera aussi f a comme l'application de W 71 — > M? donnee, pour 
q := (qi, . . . ,q m ) G R m , par 

m m 

f a (q) := (^OiCOBft^Oisingi) = (X a (q), Y a (q)). (1) 

i=l i=l 

Par abus de langage, les points de M m seront aussi appeles des configurations. 
La distribution A a := A^ a est done engendree par les champs gradX a et 
gradY a . On la regarde, soit comme une distribution sur T m , soit comme 
une distribution periodique sur W" 1 . 

Rappelons que le groupe SU(1, 1) est forme des (2 x 2)-matrices com- 
plexes M de determinant 1 telles que M JM = J oil J = (J -i )• Ce sont 

exactement les matrices de la forme \ % i \ avec ||a|| 2 — ll^ll 2 = 1. Le groupe 

\b aj 

SU(1, 1) est le sous-groupe de SL(2,C) dont Paction sur C par transforma- 
tions homographiques preserve l'orientation et le cercle unite ; il s'identifie 
done a Mobi. Son algebre de Lie su(l, 1) est formee des matrices M telles 

que JMJ = —M T qui s'ecrivent done ( y ) avec Enfin, rap- 

y b —tu J 

pelons que les algebres de Lie sZ(2, R) et su(l, 1) sont isomorphes, en fait 
conjuguees dans GL(2, C) : 

Psl(2,R)p- 1 = s«(l,l) , oil P := 

Designons par Vec (M) l'algebre de Lie des champs de vecteurs sur une 
variete differentiable M. Soit C a la sous-algebre de Lie de Vec (T m ) (ou de 
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Vec (M m )) engendree par les champs gradX a et grady a , ou X a et Y a sont 
definis dans l'equation (|l]). 

Soit a a : su(l, l)W a ) — > VecT m Taction infinitesimale associee a Paction 
de G(a, 2) = SU(1, sur T m definie dans l'introduction. Rappelons que 
a a est un anti-homomorphisme d'algebres de Lie. 

Proposition 2.1 L 'anti-homomorphisme a a : su( 1, l)« a ) -> Vec iS 1 )™ est 
injectif et son image est C a . 



Le reste de ce paragraphe est consacre a la preuve de la proposition pTl . 
Nous avons tout d'abord besoin d'un certain materiel preliminaire. Prenons 
les notations de l'equation ([!]) et considerons les champs S, C £ Vec(M m ) 
donnes par 

/ sin q\ \ / cos q\ \ 

(2) 





( sin qi ^ 




^ COS <?l \ 






1 H 






\ sin q m J 




\ cos q m ) 



On verifie par calcul direct que 

\C y S\=\\=:V , [U,C]=-S , [S 5 tf] = -C. (3) 
Ces relations sont satisfaites par les generateurs suivants de su(l, 1) : 

Les sous-groupes a un parametre de SU(1, 1) correspondants aux deux pre- 
miers elements sont 



Exp(t S) 

et 



cosh(t/2) sinh(t/2) \ 
sinh(t/2) cosh(i/2) ) 



FW/r^ - ( cosh (V2) isinh(i/2)\ 
~ ^-isinh(i/2) cosh(t/2) y ' 

En faisant agir ces sous-groupes a un parametre sur S l par transformations 
homographiques, on obtient les hots ~F\,Y\ : S 1 — > S 1 (t £ M) definis par 

, coshft/2) z + sinh(t/2) 

tU ' sinh(t/2)* + cosh(i/2) 1 ' 

et 

t = cosh(t/2)z + isinh(t/2) 

* l J " -isinh(t/2)z + cosh(t/2) { ) 
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(l'exposant 1 ou i indique le point fixe stable du not). Considerons les champs 
de vecteurs S, C, et U de (g) dans le cas m = 1, c'est-a-dire sur S 1 . 

Lemme 2.2 En tant que flot sur S 1 , on a que 

(a) Tj est le flot de —S, le flot du gradient de la projection sur I'axe reel. 

(b) T\ est le flot de C, le flot du gradient de la projection sur I'axe 
imaginaire. 

(c) z *—> e lt z (rotation a vitesse constante) est le flot de U. 

Preuve: Le calcul direct sur la formule (|5|) montre que Fj, defini sur C, 
est le not du champ de vecteurs 



dr t (z) 



dt 



1 - z 2 

= (7) 



D'autre part, pour z = e ld on a 

|| e 2i0_ 1 ||2 _ 1 1 cos 26> -h i sin 26> — 1 1 1 2 = (cos 20 - l) 2 + sin 2 26> = 

= 2(1 -cos 20) = 2(1 -cos 2 + sin 2 0) =4 sin 2 (9. ^' 

Comme Tj preserve le cercle unite S 1 , l'equation @ determine un champ 
de vecteurs tangents a S , dont les zeros sont ±1 et qui est dirige vers la 
droite. Par M) on deduit que 



drj(z) 



dt 



d 

= Dexpi(-sin6'— ). 
t=o d0 



Ceci demontre le point a) du lemme Le point b) se demontre de la meme 
maniere et le point c) est evident. [] 

Plus generalement, pour s E S , considerons le flot sur S 1 

= cosh(t/2)z + S smh(t/2) 
t{ ' ' ssinh(t/2)z + cosh(t/2)" {) 

Soit g s : S 1 —>■ R la fonction "s-composante" : g s (z) = Ke(zs). Soit <I>f 
le flot sur S 1 de gradg s . Les points (a) ou (b) du lemme ^2] sont des cas 
particuliers du lemme suivant. 

Lemme 2.3 <£f = Tf (egalite de flots sur S 1 ). 

Preuve: Soit m s : S 1 — > S 1 la multiplication par s et m s celle par s. On 
a 9s — 9i° m s et les champs gradgi et gradg s sont m 5 -relies : 

T z m s (gT:&d z g s ) = grad^^i. 



7 



On a done <J>f = m s o&\ orris. Par le point (a) du lemme 2.2, on a $J = rj, 
d'ou 

= m s or t 1 om ff = r?. D 



Pour s € 5 , soit 



Par exemple, Ci = S et Cj = (7. Comme s = e ,e , on a que C s = PqSPq 1 , 
ou = Pfl G 5f7(l,l) est la matrice diagonale de coefficients e %e l 2 , e~ l9 / 2 . 
L'action par transformation homographique de P sur S 1 est la rotation m s . 
On a done que exp(£C s ) genere sur S" 1 le not Tf . 

Soit a : su(l, 1) — > Vec (S 1 ) Taction infinitesimale de Taction de SU(1, 1) 
sur S . Vu ce qui precede, le lemme 2.2 se paraphrase en 



Lemme 2.4 a(C s ) = grad<? s . {] 

Remarque 2.5 Comme a est un anti-homomorphisme d'algebres de Lie, 
on a bien que 

a (U) = a([C,S]) = -[a(C),a(S)}) = -[C,-S] = U. 



Preuve de la proposition |2.1| . Elle se fait par recurrence sur (1(a)- Le 
cas (t(a) = est banal car su(l, 1)° = (par convention) et C a = puisque 
Tapplication f a est constante. L'injectivite de a a est aussi evidente puisque 
Taction de G(a,d) sur S^ 1 est effective. 

Supposons que 0(a) = 1. Soit b Tunique valeur positive de la suite a«. 
Les composantes non-nulles de gradX a sont egales a celles de —bS et celles 
de grady a sont egales a celles de bC. De plus, gradX a et grady a ont les 
memes composantes nulles. II s'en suit que Talgebre de Lie C a ne depend 
pas de b et qu'elle est isomorphe a Talgebre de Lie engendree par par S et 
C. L'action de G(a,2) = SU(1, 1) sur T m ne dependant pas non plus de b, 
on peut supposer que 6=1. Dans ce cas, pour X £ su(l, 1) les composantes 
non-nulles de a a (X) sont egales a a(X). Par les parties (a) et (b) du lemme 



2.4 , on en deduit que a a (S) = gr&dX a et a a (C) = grady a . L'image de a a 
contient done C a . Comme S et C engendrent su(l, 1) en tant qu'algebre de 
Lie, l'image de a a est aussi contenue dans C a , ce qui demontre la proposition 



2.1| lorsque jj(a) = 1. 



Supposons, par hypothese de recurrence, que la proposition 2.1 soit vraie 



pour ()(a) < Soit a tel que ft(a) = j. Pour k E N, introduisons les champs 
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de vecteurs suivants sur 



Ij / 1 > 



(a\ \ / a\ sin qi \ I a\ cos q\ \ 

: ) , A k S := I : ) , A k C := I : J . (10) 

flm / V a! sin g m / \ a k m cos <? m / 
L'espace vectoriel engendre par les champs 

A 2k-l c ; A 2fc-l s et ^2* ^ > ^ ( U ) 

est une sous-algebre de Lie de Vec (M m ). En effet, on a 

Cette algebre de Lie est engendree par gradX a = —AS et gradY a = AC, 
done e'est l'algebre de Lie C a . 

Supposons que a m ^ (le raisonnement est analogue si e'est un autre 
ai). Considerons les projecteurs lineaires ir',ir" : W 71 — > W 71 definis par 
7T [x\, . . . , x m ) := , . . . , x m ) et ir {x\, . . . , x m ) := (x^ , . . . , x m ) ou 

/ I Si (X'i — CL m a | Si di 



Xi := <; n . , x 



sinon ' Xj sinon 



On considerera aussi tt' et 7r" comme des morphismes du fibre tangent 
sur lui meme, au dessus de Pidentite de M. m , en appliquant tt' ou tt" sur 
chaque fibre. Notons a' := vr'(a) et a" := 7r"(a). Par exemple, si m = 5 et 
a = (2,1,3,1,1), alors a' = (0,1,0,1,1) et a" = (2,0,3,0,0). 

On a 7r'(gradX a ) = gradX a , 7r'(grad Y a ) = grad Y a , etc, ce qui montre 



que A a = A a © A a . De plus, la forme particuliere des champs de (|10|) et 
des actions fait que C a = C a © C a . Bref, tout se passe composante par 
composante et il en est de meme des actions : a : Lie(G(a, 2)) — > Vec (T m ) 
se decompose en a a = a a i © a a ». Comme jj(a') = 1 et ${a") = (J(a) — 1, on 
aura, par hypothese de recurrence, que l'image de a a i est C a i et que l'image 
de a a ii est C a ". On en deduit que l'image de a a est bien C a , ce qui acheve 



la demonstration de la proposition 2.1. [] 



Corollaire 2.6 En tant qu'algebre de Lie, su(l, l) m est, quelque soit m, 
engendree par 2 elements. 

Preuve: Soit a = (ai, . . . , a m ) G M. m avec < a% < ■ ■ ■ < a m (done 
(J(a) = m). Par la proposition |2.1[ a a ■ su(l,l) m — > C a est un (anti)- 
isomorphisme d'algebres de Lie. Or, C a est engendree, en tant qu'algebre 
de Lie, par gradX a et gradX a . [] 
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Remarque 2.7 Pour m = tt(a), les deux generateurs de su(l, l) m du corol- 



laire |2.6| sont 

AC := (a±C, . . . , a m C) et AS := (aiS, . . . , a m S), 
avec les C,S G su(l, 1) definis en (f|). 

Example 2.8 Les champs A 1 , A 2 . . . A k de ( |lOl) sont lineairement dependants 
des que k > jj(a). La relation de dependance lineaire se repercute sur les AC 
et A i S, donnant une presentation interessante de I'algebre de Lie su(l, l)"( a ) . 
Par exemple, si a = (01,02) avec a% 7^ 02, on obtient une presentation de 
su(l, l) 2 engendree comme espace vectoriel par 

AC, AS, A 2 , A 3 C , A 3 S , A 4 

et les crochets non-nuls sont : 

[AC, AS] = A 2 

[A 2 , AC] = -A 3 S 

[A 2 , AS] = A 3 C 

[AC,A 3 S] = A 4 

[A 2 ,A 3 C] = [A 4 , AC] = a 2 a 2 2 AS- (a 2 + a 2 2 )A 3 S 

[A 2 ,A 3 S] = [A 4 , AS] = -a\a\AC + (a 2 + a\)A 3 C 

[A 3 C,A 3 S] = -a 2 a 2 A 2 + (a 2 + a 2 )A 4 

[A 4 ,A 3 C] = a 2 a 2 (a 2 + a 2 )AS - (a 4 + a 2 a 2 + a 4 )A 3 S 

[A 4 ,A 3 S] = -aja 2 2 (a 2 + a 2 2 )AC+(ai + a 2 a 2 2 + a 4 )A 3 C. 

Les quatre premieres relations montrent que su(l, l) 2 est, en tant qu'algebre 
de Lie, engendree par AC et AS. 



3 Bras articules dans M. d 

Dans ce paragraphe, nous generalisons aux bras dans M rf les resultats 
obtenus, dans le paragraphe § pour les bras planaires. Les demonstrations 
utilisent les resultats du §||. 

Soit s E S^ 1 . Considerons le hot Tf sur S"^ -1 forme des transformations 
de Mobius determinees par la condition suivante : si (p est une transfor- 
mation de Mobius de M. d U {00} telle que <^{—s = et tp(s = 00, alors 
(foTfo(p~ l (x) = e* x, pour tout x G tp(S d ~ l ). En terme d'isometries hyper- 
boliques du disque de Poincare D d , Tf correspond a un not de translations 
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hyperboliques laissant invariant chaque plan qui contient la geodesique al- 
lant de — s a s. 

Soit g s : S^ 1 — > R la fonction g s (x) = (x,s), oil (,) denote le produit 
scalaire standard dans R d . Soit <3?f le not, sur du gradient de y s . 

Lemme 3.1 r| = $| (egalite de flots sur S ). 

Preuve: Les deux flots ayant ±s comme points fixes, il suffit de verifier 
que r|(y) = 3>f (y) pour y E different de ±s. 

Soit II le sous-espace vectoriel de M. d engendre par y et s. Soit h : M. d — » 
M rf la reflexion orthogonale par rapport au plan II. La relation generale entre 
grad(y s oh) et grady., est 

(D a; /t)*(grad ft(a . ) y s ) = grad^ (g s o h) , (12) 

ou (D x h)* est l'adjoint de -D x h. Comme /i est une isometrie lineaire, on a 
(D x h)* = h* = h^ 1 = h. D'autre part, g s oh = g s . Enfin, pour x € II, on a 
x = h(x) et la formule (p^ ) se reduit a h(gr&d x g s ) = grad x y s . Cela prouve 
que, si x S II, alors grad^ E IT, ce qui implique que grad^ = grad,j.(y s )|ri- 
Le not <3?f preserve done le plan II. Comme e'est aussi le cas du not T|, 
il suffit de montrer leur egalite sur le cercle II n S Soit fi : C — > IT une 
isometrie euclidienne R-lineaire telle que /n(l) = s (il en existe deux, mais ce 
choix est sans importance). On a, sur II n S"^ -1 , que //oTfo/i -1 = Tj, ou Tj 
est le Hot defini dans l'equation (||). De meme, ^o<3?f o^ -1 est le not sur S 1 
du gradient de la projection sur l'axe reel. Le fait que Tf = <I>f sur II D 5 d_1 
est exactement le contenu de la partie (a) du lemme [] 

On peut evidemment voir Tf comme un sous-groupe a un parametre 
de M6brf_i. Soit C s l'element de Lie(M6bd_i) tel que exp(tC s ) = rf. Soit 
a : Lie (Mob^-i) —>■ Vec (S d ~ l ) Paction infinitesimale de Paction de Mob^-i 
sur S"^ -1 . Le lemme [O] se paraphrase en 

Lemme 3.2 a(C s ) = grady s . [) 

Soit s' G S d ~ l avec (s, s') = 0. Designons par II(s, s') le 2-plan de M. d 
engendre par s et s' et oriente par cette base. On appelle rotation d' angle t 
dans n(s,s') l'element R G SO(d) tel que 

R(s) = cos ts + sin ts , ii(s') = — sin ts + cos is' 

et R(x) = x pour tout x dans le complement orthogonal de II(s, s'). 

Lemme 3.3 Le sous-groupe a un parametre exp(i[C s , C s >]) est la rotation 
d'angle —t dans le plan H(s,s'). 



11 



Preuve: Soit II = n(s,s'). Comme Tf et rf preservent le plan II, les 
champs de vecteurs a(C s ) et a(C s i) sont tangents a II. Le crochet [a(C s ), a(C s /)] = 
— a([C s , C s '}) est done tangent a II et le sous-groupe a un parametre exp(t[C s , C s i\) 
preserve le plan II. 

Soit \x : C — > II(s, s') l'isometrie euclidienne M-lineaire telle que = s 
et = s' . On a vu dans la preuve du lemme |3j] que [i conjugue C s et C s > 
avec, respectivement, les elements S et C de su(l, 1) definis par les equations 
(3). L'isometrie conjugue done [C s ,C s i] avec [S 1 , C] = — U dont le hot sur 
S 1 est la rotation d'angle —t (partie (c) du lemme |2T2| ) . Cela montre que le 
sous-groupe a un parametre exp(t[C s , C s i]) se restreint a IT en la rotation 
d'angle —t. 

II reste a montrer que si x G S"* -1 est orthogonal a s et a s', alors 
exp(t[C s , C s /}) x = x. Soit 5 la 2-sphere de rayon 1 dans l'espace vectoriel 
engendre par s, s' et x. Comme Tf = exp(tC s ) et Tf = exp(tC s ') preservent 
S, ainsi en est-il de exp(t[C Sl C s >]). Comme le hot exp(i[C s , C s ']) preserve IT, 
il preserve la famille des (grands) cercles de S qui sont perpendiculaires a 
IT. Leur intersection commune {±x} est done preservee par exp(t[C s , C s /]). 
Par continuite, on en deduit que exp(t[C s , C s i]) x = x. Q 

Lemme 3.4 Les elements C s , pour s G engendrent Lie (Mob^i) en 

tant qu'algebre de Lie. 

Preuve: Soit L la sous-algebre de Lie de Lie(M6b(i_i) engendree par les 
elements C s . II suffit de voir que le groupe G = exp(L) est egal a Mob^-i. 

Identifions M6brf_i avec Iso+( J D d ),le groupe des isometries hyperboliques 
du disque de Poincare D d qui preservent l'orientation. L'orbite de l'origine 
par exp(iC s ) est le segment allant de — s a s. On en deduit que G agit tran- 
sitivement sur D d . II suffit done de montrer que G contient le stabilisateur 



de l'origine qui est SO(d). Mais, par le lemme |3.3| , G contient toutes les 
rotations dans tous les 2-plans de D d et ces rotations engendrent SO(d). [] 

Nous allons maintenant demontrer la generalisation de la proposition 



2.1 . Soit a = (oi,..., a m ) G (M>o) m - Si f a est un bras articule de type a, 
on designe par : (S^ 1 ) 171 — > R la fonction definie par g®{z) = (f a (z),s). 
Soit C a la sous-algebre de Lie de Vec(S d ~ 1 ) m engendree par les champs 
graded pour tout s G S rd_1 . Soit a a : Lie (G(a,d)) -> Vec(S d_1 ) m l'anti- 
homomorphisme d'algebre de Lie associe a Taction de G(a, d) definie dans 
l'introduction. 

Proposition 3.5 L'anti-homomorphisme a a : Lie(G(a,d)) — > Vec (S 1 ^ 1 )" 1 
est injectif et son image est C a . 
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Preuve: Comme pour la proposition 2.1, la demonstration se fait par 
recurrence sur (t(a). Le cas (j(a) = est banal. L'injectivite de a a est aussi 
evidente puisque Paction de G(a,d) sur S^" 1 est effective. 

Supposons que J) (a) = 1. Soit b l'unique valeur positive de la suite en et 
soit a = ^ a. Comme g^(z) = Y^j=i a j{ z ji s )i on a S va -^9s = bgr&dgg, d'oii 
il resulte que C a = C a . On a aussi que G(a, d) = G(a, d) et a a = a a . 

On peut done supposer que 6 = 1. Dans ce cas, pour X G Lie (G(a, d)) = 
Lie(M6brf_i), les composantes non-nulles de a a {X) sont egales a a(X). Par 
le lemme |3.2| , a(C s ) = gradg s , done a a (C s ) = gradgf et l'image de a a 
contient C a . D' autre part, par le lemme |3.4| , les elements C s engendrent 
Lie(M6bd_i) comme algebre de Lie, ce qui entraine que l'image de a a est 
contenue dans C a . Le cas jj(a) = 1 est ainsi demontre. 

Le pas de recurrence est exactement le meme que pour la proposition 



2.1. D 



Corollaire 3.6 En tant qu'algebre de Lie, Lie (M6b^_i) m est, quelque soit 
m, engendree par d elements. 

Preuve: Soit a = (ai, . . . ,a m ) G R m avec < a\ < ■ ■ ■ < a m (done 
(J(a) = m). Par la proposition |3.5| , a a : Lie (M6brf_i) m — > C a est un (anti)- 
isomorphisme d'algebres de Lie. Or, C a est engendree, en tant qu'algebre de 
Lie, par les d champs gradg" pour s G S^ 1 parcourant les elements d'une 
base de R d . Q 



4 Preuve du theoreme principal 



Nous allons tout d'abord rappeler un theoreme de Sussmann [3u, Th. 4.1] 
sous la forme simplifiee dont nous aurons besoin ici. Soit M une variete 
differentiable et T> C Vec (M) . Soit Ax> la distribution sur M engendree par 
V, e'est-a-dire que (Ax>) x est le sous-espace vectoriel de T X M engendre par 
A x pour A £ V. Supposons que les champs A £ V sont complets, e'est-a- 
dire dont leur not <3?^ est defini pour tout t G M.. Soit H le sous-groupe de 
diffeomorphismes de M engendre par les <3?^ pour tout A G T> et t G R. Soit 
Px> la plus petite distribution sur M qui contient Ad et qui est invariante 
par Paction de H. 

Soit K une distribution sur M. Rappelons qu'une variete integrale de 
K est une sous-variete V de M telle que T X V = K x pour tout x G V. 
La distribution K est integrable si tout point de M appartient a une variete 
integrable de K. La relation "etre dans une meme variete integrale" engendre 
alors une relation d'equivalence sur M dont les classes d'equivalence sont 
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les feuilles d'un feuilletage. Ces feuilles ne sont pas, en general, toutes de 
meme dimension ; Pexemple standard est donne par les orbites d'une action 



d'un groupe de Lie sur une variete. Le theoreme de Sussmann [Su, Th. 4.1], 
lorsque les champs de V sont complets (c'est le cas si, par exemple, si M est 
compacte), prend la forme suivante : 

Theoreme 4.1 (Sussmann) Soit T> C Vec (M) forme de champs com- 
plets. La distribution Pp est integrable et ses feuilles sont les orbites de 
V action de H . 



Le corollaire suivant est bien connu des specialistes (voir [Mo, p. 230]) 
mais ne semble pas etre enonce explicitement dans la litterature. 

Corollaire 4.2 Soit T> C Vec (M) forme de champs complets. Soient x,y G 
M . Les deux conditions suivantes sont equivalentes : 

(i) x et y sont joignables par une A-p-courbe. 

(ii) x et y sont joignables par une courbe qui est une succession de trajec- 
toires de champs de T> . 

Preuve: II est banal que (ii) entraine (i). Reciproquement, soit c une Ajy- 
courbe joignant x a y. Comme la distribution Pjj contient Ad, la courbe c 
est aussi une Px>-courbe. Elle est done contenue dans une feuille de Pp. Par 
le theoreme de Sussmann, les points x et y sont dans la meme orbite de H, 
ce qui est equivalent a la condition (ii) . [] 

Nous pouvons maintenant entreprendre la demonstration du theoreme 
principal. Soit G := G(a,d). Soient x,y deux points de (S 1 ) m joignables 
par une A a -courbe. Rappelons que A a = A© pour V = {grad | s G S 1 ^ 1 }. 
Les champs grad g® sont complets puisque (5 rf_1 ) m est compacte. Par le 



corollaire 4.2, il existe une courbe reliant x a y qui est une succession de 
trajectoires de champs de V. Par la proposition p.5L les elements de V sont 
des champs fondamentaux de Paction de G sur (S ) m . Les points x et y 
sont dans une meme orbite pour Paction de G. 

Reciproquement, soit z G (S"^" 1 )" 1 . Considerons Papplication differentiable 
j3 : G — > (5 d_1 ) m donnee par (3(g) := g z, dont Pimage est Porbite de z. 



Soient ei, . . . , G S^ 1 une base de M. d . Par la proposition 3J3, il existent 
d elements C". G Lie (G(o, d)) tels que a a (C^.) = grad 5" . Ces champs 
C° engendrent hie(G(a,d)) en tant qu'algebre de Lie (voir la preuve du 
corollaire |3.6| ) . 

La courbe t 1— ► exp (tC^ . ) g z dans (5 d_1 ) m represente done le vecteur 
tangent grad 92 g , g i . Le champ sur G invariant a droite C%. correspondant a C". 
est done /3-relie au champ grad Comme les C". engendrent Lie (G(a, d)) 



14 



en tant qu'algebre de Lie, les champs C° engendrent Lie~(G ! ), l'algebre de 
Lie des champs invariants a droite sur G. Comme les valeurs des champs 
de Lie~(G) engendrent l'espace tangent T g G en tout g G G, le theoreme 
de Chow (|Q §0.4], |§, th. 2.4 et §2.5], |Vfo], Ch. 2]) implique que G est 
connexe par courbes qui sont des successions de trajectoires des champs 
C".. L'image de telles courbes par (3 etant des A a -courbes, on en deduit que 
l'orbite G z de z est connexe par A a -courbes. 

Remarque 4.3 Changement de la mtrique riemannienne. Le fibr tangent 
(S d - r ) m se dcompose en somme directe T^" 1 )™ = (TS d ~ l ) rn . Si Ton 
munit (S^ 1 )™ 1 de la mtrique riemanienne pour laquelle \\(vi, . . . ,v m )\\ = 
Y^jLi a j\\ v j\\i 1 & distribution A a pour cette nouvelle mtrique est gale celle, 
dans la mtrique standard, pour le bras de type a = (1, . . . , 1) et G(a, d) est 
alors isomorphe Mob^-i- 

5 Consequences du theoreme principal 

Soit f a : (S^ -1 )" 1 — > M. d un bras articule, avec a = (oi, . . . ,a m ). La 
proposition [5TT| ci-dessous est une consequence banale du theoreme principal. 

Proposition 5.1 Supposons qu'il existei, j avec ai = aj. Soit z(t) G (5 d_1 ) m , 
t G [0,1], une A a -courbe. Si ^(0) = Zj(Q), alors Zi(t) = Zj(t) pour tout 



Le theoreme principal entraine que les invariants par transformations de 
Mobius, appliques aux z% correspondants a des segments de meme longueur, 
sont invariants par A a -courbes. Cela donne toute une famille d'integrales 
premieres (constantes du mouvement) des A a -courbes. 

Par exemple, si d = 2, trois points #1,22,23 £ S 1 qui sont deux a deux 
distincts determinent une orientation 0(21,22,23) de S , definie comme le 
sens de parcours tel que le chemin allant de z\ a Z3 passe par z^ ■ Pour quatre 
Zi £ S 1 distincts, on a le birapport 



(ce birapport est reel puisque les quatre 2$ sont sur un meme cercle). 

Pour d = 3 et quatre z\ £ S 2 distincts, on a le birapport complexe 
bc(zi, Zj, Zk, zi) G C defini de la fagon suivante. On choisit une transforma- 
tion de Mobius a de M 3 U {00} qui envoie S 2 sur le plan horizontal, identifie 
avec C, telle que a : S 2 — » C preserve l'orientation. On peut alors definir 



i€ [0,1]. Q 



b(zi,Zj,z k ,zi) 



2j 2j. Zj Z\ 
Z{ Z( Zj Zk 



G R 



bc{zi,Zj,z k ,zi) : 



a(zj) - a(z k ) a(zj) - a(zi) 
a(zi) - a(zi) a{zj) - a(z k ) 



GC. 
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Enfin, pour d > 3, on a le birapport faible 



b + (zi,Zj,z k ,zi) :-- 



\Zi\ 



\ z k\ I z j 



\ z k\ 



<E M>0, 



qui est un invariant de Mob^-i (voir [Bn, p. 32]). Ces invariances donnent 
immediatement la proposition suivante. 

Proposition 5.2 Soit f a : (g^ -1 )" 1 —> ]R d un bras articule. 

(a) Supposons que d = 2. Soient i,j,k avec ai = a,- = a&. Soient z(t) 6 
T" 1 , f S [0,1] une A a -courbe. Supposons que et Zj(0) 7^ %(0) 7^ £fc(0) 7^ 
Zi(0). powr fowi t, on a Zi(t) 7^ Zj(t) 7^ Zfc(i) 7^ et V orientation 
0(zi(t), zj(t), Zk(t)) est constante. 

(b) Soient k, I avec a, = aj = a& = aj. Soient z{t) G T m , f £ [0, 1] une 
A a -courbe. Si les quatre points initiaux £j(0), zj (0), eic ; soni tous distincts, 
Us le restent tout au long de la A a -courbe et 

1. si d = 2, le birapport b(zi(t), zj(t), Zk(t), Z[(t)) est constant. 

2. si d = 3, le birapport complexe bc(zi(t), zj(t), Zk{t), zi(t)) est constant. 

3. pour tout d>2,le birapport faible b+(zi(t), Zj(t), Zk(t), Zi(t)) est con- 
stant. [] 

5.3 Dans le cas a = (1, . . . , 1) et d = 2 ou 3, les birapports permettent 
d'obtenir des invariants complets pour la connexite par A a -courbes. La sit- 
uation est resumee par le tableau suivant. Un tiret dans la colonne de droite 
veut dire une condition vide, done toujours vraie. Soit done f a : (S^ 1 )" 1 — > 
W l un bras articule de type a = (1, . . . , 1). Soient z°, z 1 £ (S^ -1 )™. 

^ Condition equivalente a Vexistence d'une 

A a -courbe joignant z° a z 1 



> 4 



> 4 



> 2 



> 3 



0{zlzlzl)=0{z\,zlzl) 



b( z l t z 2 1 z 3 1 z 4 ) — b( z l ) z 2 ; z 3 j z 4 ) 



bc(zlzlzlz° 4 ) 



{z\, z\, z 3 , zl) 



O(z 1 ,zlz° 3 ) = O(zlzlzl) et 
K z i, z 2, z t z f) = H z L z 2, z h z l) P our k = 4...,m. 



bc(z{,z%,z%,z)j) = bc{z\, z\, z\, z\) pour k = 4. . . ,m 
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Les preuves des enonces du tableau ci-dessus sont classiques. Pour d = 2, 
on choisit deux transformations de Mobius o~j (j = 0, 1) de M 2 U {oo} telles 
que aj(z{) = oo, Oj{zl,) = et o~j(2%) = 1. Si 0(z%,z%,z$) = 0{z\,zl,z\), 
alors cr^ 1 oo"o G M6b2. De plus, on a que 

done l'egalite des birapports implique que <r7/ 1 oo"o(^) = 2& pour k = 
4 . . . , m. La demonstration pour k = 3 est semblable. 

6 Holonomie : le cas generique 

Soit a = (ai, . . . , a m ) et 6 € M. d une valeur reguliere de f a : (S d ~^) m — > 
M. d . On designera par la preimage / a ~ 1 (^) de 6, qui est done une sous- 
variete de codimension d dans (S^ 1 )" 1 . 

Rappelons que les points critiques de f a sont les configurations alignees, 
e'est-a-dire les m-uples (zi,...,z m ) tels que 2$ = ±zj |Ha| , th. 3.1]. Les 
valeurs regulieres forment done un ouvert de M. d , complement d'un ensem- 
ble fini de spheres centrees en l'origine. Soit U un ouvert forme de valeurs 
regulieres qui contient b. Soit Lacb(t7) l'ensemble des lacets en b dans U qui 
sont des courbes lisses par morceau. 

Lemme 6.1 Pour tout c £ Lac &(£/) et tout q G Mj,, iZ existe une unique 
A a -courbe c dans (S"^ -1 )" 1 telle que f a oc = c. 

Preuve: Soit V := (/ a )~ 1 (Z7). La restriction de f a a V est done une 
submersion qui est propre (puisque V est relativement compact). La meme 



demonstration que pour une connexion sur un fibre differentiable (voir [ DNF , 
lemme 2 p. 212]) prouve alors le lemme |(P| . [] 

Soit c un lacet element de Lac&(Z7). A tout q £ Mb, on peut associer 
l'extremite du relevement horizontal de c partant de q, dont l'existence est 



garantie par le lemme 6.1. Ce precede definit un diffeomorphisme de Mb 
appele V holonomie de c. L'ensemble des diffeomorphismes obtenus de cette 
fagon constitue un groupe Hb(U) de diffeomomorphismes de Mb, appele 
groupe d'holonomie en b pour l'ouvert U. 

La dimension des orbites de Taction de Tib(U) sur Mb (orbites d'holonomie) 
depend de ft (a). Pour un bras articule generique (tt(a) = m), nous allons 
demontrer la proposition suivante. 

Proposition 6.2 Si jj(a) = m, le groupe d'holonomie TCb(U) agit transi- 
tivement sur chaque composante connexe de Mb. 
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Preuve: Soit V := (/ a ) _1 (^) et q G V. Soit (5 q : G(a,d) -> (S^ 1 )™ Im- 
plication P q (g) := ^Q 1 . Si jj(a) = m, Taction du groupe G(a,d) sur (S^ -1 )" 1 
est transitive et /3 g est une submersion. 

Soit A G Lie (G(a, d)). Le champ de vecteurs a a (A) G Vec(5 d_1 ) m sat- 
isfait a a a {A) q = Tj(3 q (A) (ou I designe l'element neutre de G(a,d)). Par la 
proposition |3l| l'image de a a est egale a C a . On en deduit que les valeurs 
en q des champs de C a engendrent tout T q V . Par le theoreme de Chow (|Gi, 



: 0.4], [jB^, th. 2.4 et § 2.5]), pour tous q, q' dans une meme composante con- 
nexe de V, il existe une A a -courbe joignant q a q' dans V. Lorsque q et q' 
sont dans M&, cette courbe se projette sur un lacet dans Lac &(£/), ce qui 
prouve que q et </ sont dans la meme orbite d'holonomie. [] 

Remarque 6.3 a) Lorsque d = 2, on peut voir plus directement que les 
les valeurs en q des champs de C a engendrent tout T q T m (ou T q M. m ). En 
effet, C a contient les champs constants A k de (JlOD . Si JJ(a) = m, ces champs, 
pour k = 1, ... ,m, sont lineairement independants (le calcul aboutit a un 
determinant de Vandermonde) . 

b) Lorsque d = 2 la variete Mj, peut avoir deux composantes connexes. 
Par exemple, si a := (v3, 1), pour b = 2 est constitue de deux configu- 
rations : (e'^V - ™' 3 ) e t (e~ i7r / 6 , e* 71 "/ 3 ). Comme G(a,2) agit transitivement 
sur T 2 , il existe, par le theoreme principal, des courbes horizontales joignant 
les deux points de M2, mais il est clair que ces courbes passent obligatoire- 
ment par une configuration alignee. Le groupe d'holonomie 7i.2(U) est done 
trivial, pour tout ouvert U contenant 2 et forme de valeurs regulieres. 

Plus generalement, soit a = (ai, 02, e, . . . ,e) avec a%, et e positif, et 
soit b G C avec \a\ — 02) < H < «i + «2- Si e est assez petit, la variete 
est diffeomorphe a deux copies de T m ~ 2 et il n'y a pas de courbe horizontale 
les joignant sans passer par une configuration alignee. 



7 Holonomie des bras planaires lorsque a:=(l,...,l) 

Dans tout ce paragraphe, on suppose que d = 2 et, sauf indication 
contraire, a := (1,...,1). On note / := f a et on considere la preimage 
Mfe := / _1 (6) pour une valeur reguliere b G C de Papplication /, que l'on voit 
done comme une sous-variete de codimension 2 dans T m avec la metrique 
induite. Par abus de notation, on designera parfois egalement par M& la 
preimage de M\, dans R m . Nous allons etudier les orbites d'holonomie sur 
Mfe. Soit p : T m — > S 1 Papplication p(z±, . . . , z m ) := Z1Z2 • • • z m . Designons 
par pb : Mb — > S 1 la restriction de p a 
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Proposition 7.1 Soit U un ouvert de C forme de valeurs regulieres de f 
et contenant b. Les orbites de I'action du groupe d'holonomie 7ib(U) sur Mb 
sont les trajectoires du champ de gradient de la fonction pb- 

Preuve: Par le theoreme principal, les orbites d'holonomie sur Mb sont 
contenues dans l'intersection avec Mb des orbites de Taction de G(a, 2) = 
SU(1, 1) sur T m . L'espace tangent en q a une telle orbite est engendre par 
la valeur en q des champs C, S et A de (|To|) avec aj = 1. Les vecteurs C q 
et S q sont orthogonaux a T q Mb- Le champ constant A est le gradient de 
la fonction p. Comme M& est munie de la metrique induite, la projection 
orthogonale de A q sur T q Mb donne sur Mb le gradient de pb- Cela prouve 
que les orbites d'holonomie sur M& sont contenues dans les trajectoires du 
gradient de pb- 

Pour montrer que les orbites d'holonomie sur Mb sont egales aux tra- 
jectoires du gradient de pb, on precede de la maniere suivante. Pour s > 0, 
considerons le chemin c s (t) dans C (t € [0,4s]) partant de z et parcourant a 
vitesse 1 le bord du carre (z, z + s, z + s + is, z + is). Si s est assez petit, c 
est un lacet element de Lac &(£/). 

Le releve horizontal c 9 (i) de c partant de q £ Mb consiste en quatre 
morceaux de trajectoires des champs ei,e2, releves horizontaux des champs 
constants e\ = d/dx, e2 = d/dy £ Vec C. On a c(4s) G Mb et, dans M m , on 
peut ecrire 

s 2 

c(4s) =q + -[ei,e 2 ] q + o(s 2 ). (13) 

Pour un bras de type a = (ai, . . . ,a m ) decomposons [ei,e2] par rapport a 
C, S et A 2 : 

[ei,e 2 ] q = a q C q + (5 q S q + j q A 2 . 



Vu l'equation (13), les orbites d'holonomie sur M& seront egales aux les 
trajectoires du gradient de pb si "y q ^ 0. Soit P q la (2 x 2)-matrice de Gram 
de D q f: 

P q := D q f(D q f) T . 

On a det P q ^ puisque g est un point regulier de /. La proposition [O] 
decoulera du lemme suivant. 

Lemme 7.2 Pour tout bras articule de type a = (a±, . . . , a m ), on a 
1 

lq ~ det P q ' 

Preuve: Soit / := f a et soit V un champ de vecteurs sur C. Le champ 
horizontal V sur M m au dessus de V est donne par 

V q = (D q ffp- 1 V. 
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En effet, on a bien que V q £ A® et 

Df(V) = DfDf T P- X V = PP- X V = V. 
Les cas particuliers V = &\ = (1,0) T et V = e 2 = (0, 1) T donnent 

ei = -Q11AS + Q21AC , e 2 = -Q12AS + Q 22 AC (14) 
ou les Qij sont les coefficients de la matrice Q := P~ l . On a done 

[ei,e 2 ] = aC q + (3S q + det QA 2 
ce qui prouve le lemme [7^. [] 

Remarque 7.3 Un point q £ M m est regulier si et seulement si det P g 7^ 0. 
Or, 

/ ||AS-|| 2 (AS,AC)\ 
\{AS,AC) \\ACf ) 

d'ou 



n n 

\2 



det Pq = a 2 sin 2 a 2 cos 2 (/j — ( a 2 sin % cos <&) 

j=l j=i i=l 

= a 2 a 2 sin gj cos qj sm(qi — = a 2 a 2 sin 2 ((/j — 

On en deduit que q est un point critique de f a si et seulement si q% — qj = 0, tt 
pour tout Cela signifie que q est une configuration alignee. On retrouve 
la caracterisation des points critiques de [Ha, th. 3.1]. 

Proposition 7.4 Pour un bras planaire de type a(l, . . . , 1), les points fixes 
de V action du groupe d'holonomie 7Yfr(£/) sont les configurations z — (z\ . . . . , z ri 
Mb telles que la suite Zj (j = 1, . . . m) prenne exactement 2 valeurs. 

Preuve: Si Ton travaille dans M m , ce sont les points q tels que S q , C q 
et U q sont lineairement independants, e'est-a-dire que la (m x 3)-matrice 
construite avec ces trois vecteurs colonne est de rang < 2. Cela signifie que 
pour tout k, on a 



sin qi cos % 1 
sin qj cos qj 1 
sin q k cos q k 1 



sin(% - qj) + sin(<?j - + sin(g fc - g;) = 0. 



Cette equation est equivalente a 

sin ((qj - q k ) + (q k - %)) = sin(g,- - g fe ) + sin(g fc - 
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de la forme sin(u + v) = s'mu + sinv. Cette derniere equation equivaut a 

u + v u + v u + v u—v 

sin cos = sin cos . (15) 

2 2 2 2 v ' 

L'equation ( |i~5| ) a lieu si et seulement si l'une au moins des deux conditions 
suivantes est verifiee : 

1 . cos = cos ^y^- . Cette condition est equivalente a 

u = (mod 2tt) out; = (mod 2tt) , c'est a dire e %qi = e tqk ou e**' = e tqk . 

2. sm.^^- = 0, c'est-a-dire u + v = (mod27r). Ceci est equivalent a 

On a ainsi montre que les points fixes du groupe d'holonomie sont les q tels 
que, pour tout i,j,k, Pensemble {e tqi - , e iqj , e iqk } contient au plus deux points. 
L'ensemble de tous les e iqj doit contenir au moins 2 points, sinon on aurait 
|6| = m et b ne serait pas une valeur reguliere de /. [] 



La proposition 7A implique qu'un point critique z = (zi, ■ ■ ■ ,z m ) de p\, 
est caracterise par l'ensemble 

K = K(z) :={j | Im{ Zj ,b) < 0} C {l,...,m}, 

ou (,) designe le produit scalaire standard de C. Pour K un sous-ensemble 
propre de {l,...,m}, on designe par z K le point critique de tel que 
K(z K ) = K. Un tel point z K existe dans si et seulement si \m — 2\K\ \ < 
\b\ < m. Par exemple, si m = 4, le point critique z^ existe dans Mb si et 
seulement si 2 < |6| < 4. 

Proposition 7.5 La fonction pt, est une fonction de Morse. L'indice du 
point critique z K est egal a \K\ — 1. 

Preuve: Observons que la fonction p : T m — > S 1 est satisfait a la condition 
d'equivariance 

p(e ie z 1 , e ie z m ) = e ie p(z 1 , z m ). 

On peut done, sans restreindre la generalite, supposer que b est reel > 0. 
Si b = 0, il n'y a pas de point critique puisque un tel point serait alors 
une configuration alignee (le cas 6 = sera traite dans l'exemple 7.10 ), On 
supposera done que b £ M>o- 

On travaille dans M m en un point q K au dessus de z . Pour alleger la 
notation, definissons 

N := \K\ = | sinqf < 0} et P := ${j \ singf > 0} = m - N. 
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Observons encore que M& et p& sont invariantes par Paction du groupe 
symetrique sur T m permutant les coordonnees. Cette action permute les 
points critiques ayant des proprietes analogues. On pourra supposer que 
K = {P + l,...,m}. 

Au voisinage de q K , la fonction p& admet un relevement pb a valeurs dans 
M. de la forme 

m 

pb(q) = cte qj. (16) 

3=1 

Notons f(q) G C l'extremite des P premiers segments : 

f(q) :=J2 eiQj 

3=1 

Definissons u := u(q), £ := £(q) G]0,7r[, f := r] := 77(g) G]0, 7r[ par les 

formules 

f(q)=u(q)e*M , b - f(q) = v(q)e^-^ . 

Observons que £ et rj sont determines par u et v. En effet, les points 0, f{q) 
et fe ferment un triangle de cotes u, v et b done, par le theoreme du cosinus : 

b 2 + u 2 -v 2 b 2 -u 2 + v 2 

£(u, v ) = arccos , rilu, v) = arccos . (17) 

2bu 2bv 

P-l s, J»N-l 



Considerons (q, f) G K x R defini par 

Qj ■= Qj ~ t(u(q),v(q)) si j = 1, . . . , P - 1. 

r? := 7](u(q),v(q)) + g m+ i_j si j = 1, . . . , AT - 1. 

Ces differentes grandeurs (ft, (ft, etc, sont dessinees dans la figure 1 ci-dessous, 
dans le cas m = 7, P = 4 et N = 3. 




Figure 1 



Nous allons parametriser M& au voisinage de </ par des elements (q, f) 
situe au voisinage de £ x l^ 1 . Observons tout d'abord que (q,f) 
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determine u et v 



^F-l 



(18) 



La parametrisation f) de M& au voisinage de = (7(0, 0) est donnee 
par 



£(u(q),v(r)) + 



si i = 1, . . . , P - 1 



(,(u(q), v(f )) — arcsin ( Ylj=i sm <7j) s i i = P 



-rj(u(q),v(f)) — arcsin ( 2~^j=i sinfj) si i = P + 1 
k -T](u(q),v(r)) +f m+ i_j si i = P + 2, . . . m. 

(19) 

On verifie que la matrice jacobienne de Papplication (q, f) 1— > (<?, r) est bien 
de rang n — 2 (si on lui enleve les lignes P et P + 1, on obtient la matrice 
identite) . 

L'expression de Pb(q,f) s'obtient des formules flilf ) et ( ]T9| ) : 



/o 6 (<?, f) = cte + Y.j=i Qi ~ arcsin ( Y,j=i sin <?i) + 
Lj=i - arcsin ( l^j=i sinr j) 

P£(u(q),v(r)) - Nrj(u(q),v(r)). 



+ 



Comme du/dq~i(0) = dv/dfi(0) = 0, on a bien V/5&(0, 0) = 0. Quant a la 
matrice hessienne TLpb en (0,0), le calcul de ses coefficients donne 



d 2 h 
dqtdqi 

d 2 p b 
df k dfi 

d 2 p b 



(0,0) 
(0,0) 



d 2 u , 

Su 77^^(0,0) 



dq k dqi 

d 2 v 
dfkdfi 



(0,0) 



df k dq. 



r (0,0) 



avec 



jL[Pt-N V ](u(0),v(0)) 
£.[Pt-Nrj\(u(0)M0)) 



d 2 u 
dq k dq., 



(0,0) 



o 2 



dfkdn 



-(0,0) 
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ou 5ik est le symbole de Kronecker. Comme u(0) 
avec les formules (FT?!) donne : 



PN(1 + C0S7) 
2A 

PN(l - cos 7) 
2A 



< 



> 



P et v{0) = N, le calcul 



1...P-1 



1. 



ou 7 est Tangle en f(q K ) du triangle (0, 6, f{q K )) et 
j4 est Taire de ce triangle ; ces formules s'obtiennent 
a Taide du theoreme du cosinus et de la formule de 
Heron : AA=^-b A -P i -N /s -+2b 2 P 2 +2b 2 N 2 +2P 2 N 2 . Comme 
b est une valeur reguliere, 7 7^ 0, n, A ^ et les 
inegalites dans (|20|) sont strictes. 




La matrice hessienne 7ipb(0, 0) est done formee de deux blocs : 



np b (o,o) 



s u M(N) 






s v M(N) 



ou M{k) est la {k x /c)-matrice dont les coefficients diagonaux sont —2 et 
les autres — f. Comme M(k) est somme de la matrice —I et d'une matrice 
de rang 1, ses valeur s propres sont faciles a calculer : Tune vaut —{k + f) 
et toutes les autres valent —1. En particulier, elles sont toutes negatives. 
On deduit ainsi de (20) que 7ipb(0,0) a N — 1 valeurs propres negatives 
et P — 1 valeurs propres positives. Le point z K est done un point critique 
non-degenere de pb d'indice \K\ — 1. D 

Remarque 7.6 Tous les points critiques d'un meme indice sont sur un 
meme niveau de pb- 



Exemples : 

7.7 Pour le bras articule avec m segments tous de longueur 1, la variete 
Mb est diffeomorphe a Tespace de polygones A/"™ +1 (f, . . . , (voir |HR| ). 
Lorsque m — 2 < \b\ < m, variete Mb est done diffeomorphe a la sphere 
S m ~ 2 |HR] , Exemple 6.5]. Les angles qi sont bien determines dans Tintervalle 
ouvert (— 7r, 7r) (aucun segment ne pouvant se "retourner") et on pourra done 
identifier Mb a la composante connexe de Mb C W 71 pour laquelle \qj\ < 
7T, V/. De meme, Tapplication pb : Mb — > S 1 se releve en p : Mb — > M definie 
par pb{q) = Y^iLi Qi ( un relevement continu n'existe que si \b\ > m — 2). 

Les points critiques z K existent dans M& pour tout sous-ensemble propre 
K de {1, . . . , m}. Par le theoreme |7.5| , pour tout 1 < k < m— 1, la fonction 
de Morse /% possede done (™) points critiques d'indice k — 1. 
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Pour visualiser le champ grad f>b = grad pb sur M& = S m ~ 2 , on considere 
une triangulation T sur S m ~ 2 isomorphe a la premiere subdivision barycen- 
trique du bord du (m — l)-simplexe A m_1 . Si l'on numerate les sommets 
de A m_1 de 1 a m, les sommets de T sont indexes par les sous-ensembles 
propres K de { 1 , . . . m} . On peut verifier que grad/?;, est le champ associe 
a T (voir |Sp| , p. 611-612]) : le barycentre d'un A;-simplexe est un zero de 
gradpf, correspondant a un point critique d'indice k de pb- 

7.8 Considerons le cas particulier de 
Pexemple 77 ou m = 3. Pour 1 < b < 
3, la variete Mj, est diffeomorphe a un 
cercle et la fonction pb admet 3 points 
critiques d'indice et 3 d'indice 1. La 
figure ci-contre montre les configura- 
tions critiques. Les fleches indiquent le 
sens des trajectoires de gr&dpb, allant 
des points critiques d'indice a ceux 
d'indice 1. 

7.9 Considerons le bras articule a 4 segments :a = (l,l,l,l). Les valeurs 
critiques de f a sont et les cercles de rayon 2 et 4. Si 2 < |6| < 4, la variete 
Mb est diffeomorphe a S 2 et on est dans le cas de l'exemple |7.7| . Lorsque < 
|6| < 2, la variete Mb est diffeomorphe a l'espace des configurations planaires 
(modulo rotations) d'un pentagone regulier ; cet espace est diffeomorphe a 
une surface de genre 4 (voir fHR| , Table V]). L'application pb a alors 6 points 
critiques, qui sont tous d'indice 1 (points "selles", correspondant aux config- 
urations : 





Z {2A} 




Am 



,{1,2} 



W 




Rappelons (voir remarque |7.6|) que ces 6 points critiques sont sur un 
meme niveau : pb{z l ' :) ) = 1 pour tout La visualisation des trajectoires 
de gradpf, sur la surface Mb de genre 4 est un inter essant defi. 

7.10 Lorsque m est impair, le disque ouvert de rayon 1 centre en est forme 
de valeurs regulieres. Si \b\ < 1, il n'y a aucune configuration satisfaisant la 
condition de proposition |7.4| . La fonction pb n'a done aucun point critique et 
est une submersion. Le groupe d'holonomie Tib agh sans point fixe sur Mb. 

Dans le cas particulier z = 0, on a gradp;, = U et le flot de grad/?;, est 
periodique, donne par Taction diagonale de S 1 sur T m . Chaque configuration 
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effectue simplement un mouvement de rotation a vitesse angulaire constante. 
Cela prouve que Mq, et done M& pour \b\ < 1, est diffeomorphe a x S 1 , 
ou a est le bras articule a m — 1 segments, tous de longueur 1. 
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